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1 Wst¦p teoretyczny

P¦tle fazowe (ang. phase-locked loops (PLL)) zostaªy wynalezione w 1930 roku i od razu
znalazªy zastosowanie w elektronice i komunikacji. Od wielu lat s¡ powszechnie stosowane w
telewizji do synchronizacji pionowej i poziomej obrazu, gdzie ci¡gªy przebieg zegarowy musi by¢
synchronizowany do przychodz¡cych impulsów. Ukªady te stosowane s¡ równie» powszechnie w
caªej dziedzinie transmisji sygnaªów, a ponadto do syntezy du»ych cz¦stotliwo±ci, modulacji i
demodulacji fazy i cz¦stotliwo±ci, ukªadach odzyskiwania zegara i danych oraz synchronizacji
przebiegów zegarowych wzgl¦dem siebie.

Rysunek 1: Uproszczony schemat blokowy p¦tli fazowej

Na rysunku 1 wida¢ uproszczony schemat blokowy typowej p¦tli fazowej. Zadaniem ukªadu
jest dopasowanie cz¦stotliwo±ci wyj±ciowej do sygnaªu referencyjnego, tak aby wyj±cie odtwa-
rzaªo referencj¦. Oba przebiegi (wyj±ciowy i referencyjny) podawane s¡ na detektor fazy, którego
wyj±cia tra�aj¡ potem na �ltr dolnoprzepustowy. W efekcie zostaje wytworzony wolnozmienny
sygnaª steruj¡cy oscylator. Dzi¦ki ujemnemu sprz¦»eniu zwrotnemu poziom napi¦cia steruj¡-
cego VCO ustawia si¦ na takiej warto±ci, aby cz¦stotliwo±¢ sygnaªu na jego wyj±ciu zgadzaªa
si¦ z sygnaªem referencyjnym. Do poprawnego dziaªania p¦tli fazowej konieczne s¡ nast¦puj¡ce
bloki:

• Detektor fazy (ang. phase detector(PD)). Jest to nieliniowy ukªad, którego wyj±cie zawiera
informacj¦ o ró»nicy faz dwóch sygnaªów wej±ciowych (sygnaª referencyjny i wyj±cie z
oscylatora).

• Oscylator sterowany napi¦ciem (ang. voltage controlled oscillator (VCO)). Generuje on
przebieg zegarowy o cz¦stotliwo±ci zale»nej od napi¦cia panuj¡cego na jego wej±ciu steru-
j¡cym.

• Filtr dolnoprzepustowy (ang. loop �lter (LF)). W najprostszym przypadku jest to kla-
syczny �ltr RC. Jego zadaniem jest u±rednienie (wygªadzenie) odpowiedzi impulsowej
powstaªej po detekcji ró»nicy faz, tak aby uzyska¢ wolnozmienny poziom napi¦cia po-
trzebny do sterowania oscylatora.
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1.1 P¦tla fazowa pierwszego rodzaju

P¦tle fazowe s¡ ukªadami nieliniowymi i nie mog¡ istnie¢ bez detektora fazy i oscylatora stero-
wanego napi¦ciem1. W przypadku cyfrowej p¦tli fazowej mo»na w prosty sposób zaprezentowa¢
ide¦ dziaªania detektora fazy, gdy» w najprostszym przypadku jest on bramk¡ XOR.

a) b) c)

Rysunek 2: Idea dziaªanie najprostszego detektora fazy, bramki XOR. a) - symbol bramki
XOR, b) - tabela prawdy oraz c) - przykªadowe przebiegi wej±ciowe i wyj±ciowe

Rysunek 2 przedstawia zasad¦ dziaªania najprostszego detektora fazy. Gdy oba sygnaªy s¡
zgodne w fazie, to na wyj±ciu bramki XOR jest stan niski. W przypadku gdy nast¡pi przesuni¦cie
w fazie jednego z sygnaªów to na wyj±ciu pojawia si¦ sygnaª bª¦du, b¦d¡cy odpowiedzi¡ na ró»ne
poziomy logiczne na dwóch wej±ciach bramki. Po doª¡czeniu �ltru dolnoprzepustowego, zgodnie
z rysunkiem 3 sygnaª bª¦du zostanie u±redniony.

a) b)

Rysunek 3: Zastosowanie �ltru dolnoprzepustowego do u±redniania sygnaªu bª¦du. a) - sche-
mat detektora fazy wraz z najprostszym �ltrem dolnoprzepustowym oraz b) - ±red-
nia warto±¢ napi¦cia steruj¡cego oscylator w zale»no±ci od ró»nicy faz przebiegów
wej±ciowych

�atwo zauwa»y¢, »e gdy przebiegi prostok¡tne b¦d¡ si¦ ró»ni¢ dokªadnie o 1/4 okresu (ró»-
nica faz ∆φ = π/2) to na wyj±ciu detektora fazy powstanie przebieg o wypeªnieniu równym
50%. Dzi¦ki elementom RC w �ltrze, na wyj±ciu V o ustali si¦ wtedy potencjaª równy poªowie
napi¦cia zasiania. Ogólnie warto±¢ napi¦cia na wyj±ciu �ltru przedstawia nast¦puj¡cy wzór:

Vo = V DD · ∆φ

π
= Kp ·∆φ (1)

gdzie: Vo - jest warto±ci¡ napi¦cia na wyj±ciu �ltru RC, ∆φ - to ró»nica faz przebiegów na
wej±ciu detektora fazy, a Kp - wzmocnienie detektora fazy. Wzmocnienie to wyra»a si¦ zatem
prost¡ zale»no±ci¡:

Kp =
V DD

π

[
V

radian

]
(2)

1dokªadniejszy opis w podrozdziale 1.3
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Dla lepszego zrozumienia dziaªania p¦tli pomocny b¦dzie rysunek 3. Kiedy oba przebiegi na
wej±ciu detektora fazy s¡ zgodne w fazie to napi¦cie V o jest równe 0. Oscylator generuje wtedy
mniejsz¡ cz¦stotliwo±¢ ni» referencyjna i przez to z czasem przebiegi przesuwaj¡ si¦ wzgl¦-
dem siebie. Pojawiaj¡ca si¦ ró»nica faz ∆φ powoduje wzrost ±redniej warto±ci napi¦cia V o
(steruj¡cego VCO) i jednocze±nie wzrost cz¦stotliwo±ci generowanej przez oscylator, co w efek-
cie kompensuje wzrastaj¡c¡ warto±¢ ∆φ. Przykªadem stabilnej pracy p¦tli jest stan, w któ-
rym napi¦cie V o = V DD/2. Nale»y jednak tutaj zaªo»y¢, »e oscylator dla napi¦cia równego

Rysunek 4: Schemat blokowy p¦tli fazowej z detektorem fazy na bramce XOR

Vcenter = V o = V DD/2 b¦dzie generowaª cz¦stotliwo±¢ podstawow¡ (fcenter) równ¡ cz¦stotli-
wo±ci referencyjnej (rysunek 3b). Poniewa» p¦tla fazowa ma zapi¦te sprz¦»enie zwrotne, sygnaª
wyj±ciowy z oscylatora w takim przypadku musi by¢ przesuni¦ty w fazie o 1/4 okresu wzgl¦dem
przebiegu wzorcowego. Tylko wtedy sygnaª bª¦du z detektora fazy b¦dzie wymuszaª generacj¦
odpowiedniej cz¦stotliwo±ci, zgodnej z referencyjn¡ i nast¡pi zsynchronizowanie p¦tli fazowej.
Opisywany ukªad PLL przedstawiony jest na rysunku 4. W literaturze nazywany jest mianem
p¦tli fazowej pierwszego rodzaju.

Fazowa funkcja przenoszenia dla p¦tli z rysunku 4 mo»e zosta¢ wyznaczona na podstawie
nast¦puj¡cego równania:

φCLK =
KV

s
KF KP ∆φ =

KV

s
KF KP (φREF − φCLK) (3)

gdzie: ∆φ = φREF − φCLK oraz s = jω. Po prostych przeksztaªceniach uzyskujemy funkcj¦
fazow¡ H(s) = φCLK

φREF
. Dla dalszej analizy p¦tli wprowadza si¦ uproszczenie poprzez pomini¦cie

funkcji przenoszenia �ltru KF = 1. W rezultacie, na podstawie odwrotnej transformaty Lapla-
ce'a, odpowied¹ p¦tli na skok cz¦stotliwo±ci wej±ciowej o warto±¢ ωi w dziedzinie czasu wygl¡da
nast¦puj¡co2:

φCLK(t) = ωit +
ωi

KP KV

· e−KP KV t − ωi

KP KV︸ ︷︷ ︸
o�set fazy

(4)

Z równania 4 jednoznacznie wida¢, »e p¦tla fazowa wprowadza przesuni¦cie fazowe (o�set)
zale»ne od warto±ci wzmocnienia KP KV . Cz¦sto±¢ wyj±ciowa ωCLK(t) w dziedzinie czasu wyra»a
si¦ poprzez pochodn¡ φCLK(t) po czasie, co daje nast¦puj¡c¡ formuª¦:

ωCLK(t) =
dφCLK(t)

dt
= ωi − ωi · e−KP KV t

︸ ︷︷ ︸
= 0 dla t →∞

(5)

Eksponencjalny skªadnik z czasem zmierza do 0, a zmiana cz¦sto±ci wyj±ciowej pod¡»a za sko-
kiem cz¦sto±ci na wej±ciu. Aby pokaza¢ w jaki sposób parametry �ltru wpªywaj¡ na stabilno±¢
pracy p¦tli fazowej nale»y do równania na H(s) wprowadzi¢ funkcj¦ przenoszenia KF najprost-
szego �ltru dolnoprzepustowego (RC) przedstawion¡ nast¦puj¡cym wzorem:

KF =
1

1 + sRC
(6)

2wyprowadzenie wzorów zawarte jest w zaª¡czniku B
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Po wprowadzeniu nowych zmiennych3 (ωn - cz¦sto±¢ wªasna, ξ - wspóªczynnik tªumienia):

(a) ωn =

√
KP KV

RC
(b) ξ =

1

2
·
√

1

KP KV RC
(7)

Równanie na H(s) przyjmuje posta¢:

H(s) =
φCLK

φREF

=
ωCLK

ωREF

=
ω2

n

s2 + 2ξωn · s + ω2
n

(8)

Celem dalszej analizy jest wyznaczenie w dziedzinie czasu odpowiedzi na skok cz¦sto±ci
sygnaªu referencyjnego ωi. Powstaªa funkcja posiada trzy bieguny, jednym z nich jest warto±¢
s0 = 0 (wynika ze skoku jednostkowego ωi

s
), a pozostaªe dwa zale»¡ od warto±ci wspóªczynnika

tªumienia ξ2. Mo»liwe s¡ 3 przypadki rozwi¡zania. Dla ξ2 > 1 lub ξ2 = 1 dziaªanie p¦tli fazowej
jest zawsze stabilne i nie mog¡ powstawa¢ oscylacje. W ostatnim przypadku, najwa»niejszym
z punktu widzenia analizy stabilno±ci (ξ2 < 1), odpowied¹ p¦tli fazowej posiada par¦ biegunów
zespolonych sprz¦»onych i w dziedzinie czasu przyjmuje zwart¡ posta¢ 4:

ωCLK(t) = ωi − ωi · e−ξωnt · 1√
1− ξ2

· sin
(
ωn

√
1− ξ2 · t + arccos ξ

)
(9)
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Rysunek 5: Odpowied¹ wyj±cia p¦tli fazowej na skok cz¦sto±ci referencyjnej wraz z porówna-
niem oscylacji na wyj±ciu w zale»no±ci od wspóªczynnika ξ

Jak wida¢ zmiana cz¦sto±ci ωCLK(t) po pewnym czasie osi¡gnie warto±¢ tak¡ sam¡ jak skok
cz¦sto±ci referencyjnej ωi, poniewa» drgania zostan¡ stªumione przez wyst¦puj¡cy we wzorze
czynnik e−ξωnt. Na rysunku 5 przedstawiona jest przykªadowa zale»no±¢ odpowiedzi wyj±cia p¦tli
fazowej na wymuszenie w postaci skoku jednostkowego cz¦sto±ci referencyjnej. Drgania b¦d¡
tªumione szybciej gdy cz¦sto±¢ graniczna �ltru ωLP = 1

RC
b¦dzie wi¦ksza, ale przez to przebieg

impulsowy z detektora fazy b¦dzie sªabo caªkowany (wygªadzony). Na podstawie wzorów 7
przedstawi¢ wspóªczynnik w wykªadniku eksponenty jako:

ξωn =
1

2
· ωLP (10)

3poni»sze wzory s¡ pomocne przy doborze elementów RC �ltru p¦tli fazowej
4wyprowadzenie wzorów zawarte jest w zaª¡czniku C
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W rezultacie tej zale»no±ci wymagane jest znalezienie optimum mi¦dzy dobr¡ �ltracj¡ napi¦cia
steruj¡cego VCO, a niskimi oscylacjami cz¦sto±ci na wyj±ciu p¦tli fazowej. Wykres 5 przedstawia
tak»e wpªyw parametru ξ na tªumienie oscylacji w odpowiedzi p¦tli fazowej. Dla warto±ci
wspóªczynnika tªumienia ξ < 0.5, powstaªy na wej±ciu skok cz¦sto±ci powoduje du»e i wolno
gasn¡ce oscylacje. Dla warto±ci ξ >

√
2

2
oscylacje na wyj±ciu s¡ tak maªe, »e mo»na je zaniedba¢.

P¦tla fazowa pierwszego rodzaju jest ukªadem prostym w konstrukcji, jednak posiada sporo
wad. Prosty detektor fazy sprawia, »e p¦tla mo»e si¦ synchronizowa¢ na cz¦stotliwo±ci har-
monicznej przebiegu referencyjnego, co jest zjawiskiem niepo»¡danym. Poci¡ga to za sob¡ ko-
nieczno±¢ stosowania oscylatorów o zakresie cz¦stotliwo±ci od > 0.5 · fcenter do < 2 · fcenter,
aby nie byªo mo»liwo±ci wygenerowania przebiegu wyj±ciowego o cz¦stotliwo±ci harmonicznej.
Filtr u»yty w tym rodzaju p¦tli fazowej jest najprostszym dolnoprzepustowym �ltrem RC. Na-
pi¦cie na wyj±ciu tego �ltru oscyluje nawet w chwili gdy p¦tla uzyskaªa ju» synchronizacj¦,
co powoduje modulacj¦ cz¦stotliwo±ci wyj±ciowej. P¦tla fazowa pierwszego rodzaju nie potra�
utrzyma¢ synchronizacji dla du»ych skoków cz¦sto±ci wej±ciowej ωi w stosunku do staªej ωLP

�ltru, a tak»e wprowadza o�set fazy zale»ny od wzmocnienia.

1.2 P¦tla fazowa drugiego rodzaju

W celu wyeliminowania wad p¦tli fazowej pierwszego rodzaju, wprowadza si¦ detekcj¦
cz¦stotliwo±ci oscylacji. Dzi¦ki temu nie ma mo»liwo±ci »eby p¦tla zatrzasn¦ªa si¦ na cz¦sto-
tliwo±ci harmonicznej podawanej referencji i oscylator mo»e mie¢ szeroki zakres przestrajania.
W takim ukªadzie wyst¦puj¡ zatem dwie p¦tle sprz¦»enia zwrotnego, jedna zwi¡zana jest z
detektorem fazy i pierwszym �ltrem, natomiast druga p¦tla sprz¦»enia zwrotnego zapi¦ta jest
poprzez detektor cz¦stotliwo±ci i drugi �ltr dolnoprzepustowy. Ide¡ dziaªania jest porównanie
cz¦stotliwo±ci wyj±ciowej z oscylatora VCO z cz¦stotliwo±ci¡ referencyjn¡ i wygenerowanie od-
powiedniego staªego poziomu steruj¡cego na wyj±ciu �ltru 2. Gdy ró»nica cz¦sto±ci ωout − ωin

jest niewielka wtedy zaczyna dziaªa¢ detektor fazy i tak dostraja napi¦cie na VCO, »eby fazy
sygnaªów si¦ zgodziªy. Efektem tego ma by¢ sygnaª wyj±ciowy idealnie dopasowany do przebiegu
referencyjnego pod wzgl¦dem fazy i cz¦stotliwo±ci.

a)

b) c)

Rysunek 6: Idea dziaªania detektora fazy i cz¦stotliwo±ci. a) - symbol detektora fazy i cz¦sto-
tliwo±ci, b) - odpowied¹ na wyj±ciu dla sygnaªów A i B ró»ni¡cych si¦ faz¡, c) -
odpowied¹ na wyj±ciu dla sygnaªów A i B o ró»nej cz¦stotliwo±ci.
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W wielu przypadkach mo»liwe jest poª¡czenie detektora fazy i detektora cz¦stotliwo±ci
w jeden ukªad tworz¡c detektor fazy i cz¦stotliwo±ci (ang. Phase-Frequency Detector (PFD)).
Ukªad taki dziaªa dobrze gdy na oba jego wej±cia podawane s¡ przebiegi okresowe, gdy» dziaªanie
opiera si¦ na wykrywaniu zbocz narastaj¡cych (lub opadaj¡cych) obu sygnaªów. Rysunek 6
przedstawia ide¦ dziaªania detektora fazy i cz¦stotliwo±ci.

Ukªad ten oparty jest na logice sekwencyjnej i dziaªa w nast¦puj¡cy sposób. Je±li w stanie
pocz¡tkowym na obu wyj±ciach U i D jest poziom niski, pierwsze zbocze narastaj¡ce na wej±ciu
A ustawia stan wysoki na wyj±ciu U. Taki stan utrzymuje si¦ do momentu, gdy na wej±ciu
B nie pojawi si¦ zbocze narastaj¡ce, po którym wszystko wraca do stanu pocz¡tkowego. Dla
wej±cia B dziaªanie jest podobne, z tym »e impulsy ustawiane s¡ na wyj±ciu D. Gdy przebiegi
ró»ni¡ si¦ tylko faz¡ (rysunek 6b), to na jednym z wyj±¢ detektora fazy pojawiaj¡ si¦ impulsy
o staªej szeroko±ci. Taki stan utrzymuje si¦ do momentu a» p¦tla nie zgra ze sob¡ przebiegu
wyj±ciowego i referencyjnego. Gdy natomiast cz¦stotliwo±ci sygnaªów na obu wej±ciach PFD s¡
ró»ne (rysunek 6c), to szeroko±¢ impulsów z detektora fazy zwi¦ksza si¦ wraz z rosn¡cym prze-
suni¦ciem fazowym mi¦dzy przebiegami. Daje to silniejsze sterowanie w kierunku przywrócenia
tych samych cz¦stotliwo±ci. Oscylator VCO jest sterowany napi¦ciem b¦d¡cym ±redni¡ warto-
±ci¡ z ró»nicy sygnaªów U i D, za po±rednictwem jednego z dwóch opisywanych ni»ej ukªadów
wyj±ciowych.

Wyj±cia detektora fazy i cz¦stotliwo±ci musz¡ zosta¢ zamienione na pojedynczy sygnaª
napi¦ciowy aby umo»liwi¢ sterowanie oscylatorem. W literaturze spotyka si¦ najcz¦±ciej dwa
rozwi¡zania, pierwsze nazywane wyj±ciem trójstanowym (ang. tri-state output), a drugie pom-
p¡ ªadunkow¡ (ang. charge pump (CP)). Oba rozwi¡zania przedstawia rysunek 7. Napi¦cie V o
zaznaczone na wyj±ciach obu ukªadów odkªada si¦ na wyst¦puj¡cym dalej �ltrze dolnoprzepu-
stowym. W ukªadzie z wyj±ciem trójstanowym, gdy oba sygnaªy U i D s¡ w stanie niskim to

a) b)

Rysunek 7: Mo»liwe ukªady wyj±ciowe dla detektora fazy. a) - z wyj±ciem trójstanowym oraz
b) - pompa ªadunkowa

wyj±cie V o jest w stanie wysokiej impedancji wyj±ciowej. Je±li pojawi¡ si¦ impulsy na wej±ciu
D to V o b¦dzie zwierane do masy, a je±li impulsy b¦d¡ na wej±ciu U to V o b¦dzie ª¡czone z
szyn¡ zasilania. Bardzo powa»n¡ wad¡ tego rozwi¡zania jest wpªyw t¦tnie« napi¦cia zasilania
na sygnaª V o w momencie kiedy tranzystor M2 jest otwarty, co przyczyni si¦ do modulacji
cz¦stotliwo±ci wyj±ciowej VCO. Drugim problemem jest �ltracja oscylacji napi¦cia steruj¡cego
V o, gdy» sprawa jest bardzo podobna jak w przypadku omawianego wcze±niej detektora fazy
na bramce XOR.

Druga kon�guracja pokazana na rysunku 7b dziaªa na podobnej zasadzie, jednak tym razem
tranzystory w takt pojawiaj¡cych si¦ sygnaªów U i D, pompuj¡ pr¡d ze ¹ródeª IP na pojem-
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no±¢ �ltru dolnoprzepustowego. �ródªa pr¡dowe mo»na wykona¢ odporne na wahania napi¦cia
zasilania, a zatem nie mo»e tu by¢ mowy o modulacji cz¦stotliwo±ci pracy oscylatora poprzez
zmiany zasilania, w rozumieniu takim jak dla ukªadu z wyj±ciem trójstanowym.

Zakªadaj¡c »e oba przebiegi na wej±ciach detektora fazy i cz¦stotliwo±ci maj¡ t¡ sam¡
cz¦stotliwo±¢ f oraz, »e s¡ wzgl¦dem siebie przesuni¦te w skali czasowej o ∆t, mo»emy napisa¢
ró»nic¦ ich faz w postaci:

∆φ =
∆t

T
· 2π [radian] (11)

gdzie: ∆t - przesuni¦cie czasowe przebiegów wzgl¦dem siebie
T - okres przebiegów wej±ciowych

Do dalszych oblicze« u»yty zostaª ukªad z wyj±ciem trójstanowym. �rednie napi¦cie na
wyj±ciu detektora fazy wyra»a si¦ nast¦puj¡co:

VPD =
V DD

4π
·∆φ (12)

a zatem:
KP =

V DD

4π

[
V

radian

]
(13)

Rysunek 8: Schemat blokowy p¦tli fazowej drugiego rodzaju

Analogicznie jak w przypadku p¦tli fazowej pierwszego rodzaju zmian¦ fazy φCLK na wyj±ciu
oscylatora mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cy sposób:

φCLK(s) = KP · 1

1 + sRC
· KV

s
·∆φ = KP · 1

1 + sRC
· KV

s
· (φREF − φCLK) (14)

co po przeksztaªceniach daje posta¢:

H(s) =
φCLK

φREF

=
KP · 1

1+sRC
·KV

s + KP · 1
1+sRC

·KV

(15)

Jak wida¢ równanie 15 jest identyczne jak w przypadku p¦tli fazowej pierwszego rodzaju, zatem
wprowadzamy nowe zmienne5 (ωn - cz¦sto±¢ wªasna, ξ - wspóªczynnik tªumienia):

(a) ωn =

√
KP KV

RC
(b) ξ =

1

2
·
√

1

KP KV RC
(16)

Rozwa»amy tutaj przypadek ξ2 < 1, co poprowadzi do pojawienia si¦ dwóch biegunów zespolo-
nych sprz¦»onych i gasn¡cych oscylacji w odpowiedzi ukªadu na skok jednostkowy. Odpowied¹
wyj±cia na skok jednostkowy cz¦sto±ci referencyjnej przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

ωCLK(t) = ωi − ωi · e−ξωnt · 1√
1− ξ2

· sin
(
ωn

√
1− ξ2 · t + arccos ξ

)
(17)

5poni»sze wzory s¡ pomocne przy doborze elementów RC �ltru p¦tli fazowej
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Wyj±cie p¦tli fazowej drugiego rodzaju zachowuje si¦ podobnie jak w przypadku p¦tli pierw-
szego rodzaju. Skok fazy pojawiaj¡cy si¦ na wej±ciu ukªadu powoduje odpowiedni¡ reakcj¦ na
wyj±ciu. Tªumienie drga« zale»y od wspóªczynnika ξ wyst¦puj¡cego w wykªadniku funkcji eks-
ponencjalnej. Kiedy cz¦stotliwo±ci przebiegów na wyj±ciu i wej±ciu p¦tli s¡ zbli»one, detektor
fazy i cz¦stotliwo±ci dostraja fazy sygnaªów do momentu, a» ró»nica faz nie b¦dzie równa 0.
Jest to du»¡ zalet¡ w stosunku do p¦tli pierwszego rodzaju, która wprowadza o�set fazy sygna-
ªu zale»ny od wzmocnienia. Gdy ró»nica faz φCLK − φREF osi¡gnie 0, wtedy PFD nie b¦dzie
wystawiaª sygnaªów U i D, jego wyj±cie b¦dzie w stanie wysokiej impedancji i napi¦cie steru-
j¡ce oscylator pozostanie staªe. Cz¦stotliwo±¢ i przesuni¦cie fazowe sygnaªu na wyj±ciu b¦d¡
dryfowa¢, gdy» wyst¦puj¡ce w ukªadzie szumy dadz¡ losow¡ modulacj¦ cz¦stotliwo±ci VCO. Z
biegiem czasu ró»nica faz mo»e si¦ zwi¦ksza¢, na co zareaguje detektor fazy i pojemno±¢ na
�ltrze zostanie doªadowana.

Bardzo wa»nym zastosowaniem p¦tli fazowych drugiego rodzaju jest powielanie cz¦stotliwo-
±ci. Pozwala to na podstawie precyzyjnego przebiegu referencyjnego, podawanego z zewn¡trz
ukªadu uzyska¢ cz¦stotliwo±¢ kilkukrotnie wi¦ksz¡. Idea dziaªania p¦tli w takiej kon�guracji
przedstawiona jest na rysunku 9. Kluczem do powielania cz¦stotliwo±ci jest wykorzystanie

Rysunek 9: Wykorzystanie p¦tli fazowej do powielania cz¦stotliwo±ci

dzielnika cz¦stotliwo±ci w sprz¦»eniu zwrotnym p¦tli fazowej. Oscylator VCO musi pracowa¢ na
cz¦stotliwo±ci ±rodkowej N razy wi¦kszej ni» referencyjna, gdzie N to stopie« podziaªu dzielnika.
Przebieg po wyj±ciu z dzielnika ma zatem cz¦stotliwo±¢ równ¡ referencji, a poniewa» dzielenie
cz¦stotliwo±ci jest zawsze operacj¡ dokªadn¡ to na wyj±ciu oscylatora uzyskuje si¦ przebieg o
cz¦stotliwo±ci N razy wi¦kszej od referencji. W efekcie gdy detektor fazy tak wysteruje p¦-
tl¦ aby cz¦stotliwo±ci: referencyjna i podzielona byªy jednakowe, to zagwarantuje tym samym
stabilno±¢, powielonej N razy, cz¦stotliwo±ci oscylatora.

�atwo zauwa»y¢ i» doªo»enie dzielnika w sprz¦»eniu zwrotnym p¦tli fazowej sprawi, »e
cz¦sto±¢ naturalna i wspóªczynnik tªumienia b¦d¡ si¦ teraz wyra»a¢ wzorami:

(a) ωn =

√
KP KV

N ·RC
(b) ξ =

1

2
·
√

1

KP KV ·N ·RC
(18)

Równania 18 s¡ sªuszne tak»e dla p¦tli fazowej pierwszego rodzaju.

1.3 Oscylator sterowany napi¦ciem (VCO)

Generator sterowany napi¦ciem (ang. Voltage Controlled Oscillator, VCO) jest ukªadem
wytwarzaj¡cym przebieg prostok¡tny o ±ci±le okre±lonym zakresie cz¦stotliwo±ci. Wyboru okresu
oscylacji dokonujemy poprzez zmian¦ staªego napi¦cia steruj¡cego podawanego na wej±cie VCO.
Cz¦stotliwo±¢ na wyj±ciu ukªadu jest liniow¡ funkcj¡ napi¦cia podawanego na wej±cie.
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Wa»nym parametrem oscylatora sterowanego jest jego wzmocnienie KV , wyra»one w MHz/V .
Mówi ono o zmianie cz¦stotliwo±ci wyj±ciowej w odpowiedzi na zmian¦ napi¦cia steruj¡cego.
Rysunek 10 przedstawia cz¦stotliwo±¢ wyj±ciow¡ w funkcji napi¦cia steruj¡cego oscylator. Wspo-

Rysunek 10: Zale»no±¢ cz¦stotliwo±ci oscylacji od napi¦cia steruj¡cego VCO

mniane wzmocnienie oscylatora KV jest tutaj wspóªczynnikiem nachylania liniowego odcinka
charakterystyki. Gdy napi¦cie steruj¡ce osi¡ga warto±¢ ±rodkow¡ (Vcenter), to oscylator pracuje
na cz¦stotliwo±ci podstawowej (±rodkowej) fcenter. Zwykle VCO zaprojektowany jest w taki spo-
sób aby Vcenter = V DD/2. Znaj¡c minimaln¡ (fmin) i maksymaln¡ (fmax) cz¦stotliwo±¢ oscylacji
oraz napi¦cia dla jakich te cz¦stotliwo±ci wyst¦puj¡, mo»na w prosty sposób wyprowadzi¢ wzór
na wzmocnienie:

KV =
fmax − fmin

Vmax − Vmin

[
Hz

V

]
(19)

2 Opis stanowiska pomiarowego
P¦tla fazowa zbudowana zostaªa w oparciu u okªad CD4046 [4], który zawiera w sobie komplet-
ny ukªad p¦tli fazowej I i II rodzaju. Schemat blokowy CD4046 przedstawiony jest na rysunku
11. Zawiera on w swojej strukturze oscylator sterowany napi¦ciem, którego cz¦stotliwo±¢ pracy
oraz zakres regulacji cz¦stotliwo±ci dobierane s¡ za pomoc¡ zewn¦trznych elementów (C1R1R2).
Ukªad CD4046 zawiera tak»e dwa typy detektorów fazy, co umo»liwia zbudowanie p¦tli pierw-
szego lub drugiego rodzaju. Oba wej±cia (Phase comp I out, Phase comp II out) detektorów
fazy wyprowadzone s¡ na zewn¡trz ukªadu scalonego, podobnie jak wyj±cie przebiegu z oscyla-
tora sterowanego (VCO out). Umo»liwia to opcjonalne zastosowanie dzielnika cz¦stotliwo±ci w
obwodzie sprz¦»enia zwrotnego p¦tli fazowej.

Rysunek 12 przedstawia uproszczony schemat ideowy oscylatora VCO wchodz¡cego w skªad
ukªadu CD4046. Cz¦stotliwo±¢ pracy zale»y od warto±ci elementów R1, R2 oraz C1. Konden-
sator C1 jest tutaj cyklicznie ªadowany i rozªadowywany od napi¦cia okoªo VDD do -VDD,
gdy» dzi¦ki tranzystorom M4 - M7 zmieniany jest kierunek przepªywu pr¡du przez kondensa-
tor. Staªej warto±ci pr¡du ªaduj¡cego C1 dostarcza lustro pr¡dowe zbudowane na tranzystorach
M2 i M3. Tranzystor wej±ciowy M1 steruje pr¡dem lustra M2-M3 w zakresie zale»nym od war-
to±ci rezystancji R1 oraz R2. Pierwszy rezystor odpowiedzialny jest za wzmocnienie regulacji,
a dokªadniej zale»y od niego jaki maksymalny pr¡d mo»e przepªyn¡¢ przez w peªni otwarty
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Rysunek 11: Schemat blokowy CD4046

tranzystor M1. Pr¡d maksymalny popªynie przez R1 przy napi¦ciu na bramce tranzystora M1
równym napi¦ciu zasilania. Rezystor R2, ustala przesuni¦cie (o�set) cz¦stotliwo±ci, jego warto±¢
ustala minimalny pr¡d (a zatem minimaln¡ cz¦stotliwo±¢ pracy VCO) jaki pªynie przez lustro
M2-M3 w przypadku gdy tranzystor M1 jest odci¦ty.

Rysunek 12: Oscylator sterowany wewn¡trz CD4046

Rysunek 13 przedstawia uproszczony schemat stanowiska pomiarowego (dla uproszczenia
pomini¦to obwody zasilania). Kostka U3 (CD4046) jest kompletn¡ p¦tl¡ fazow¡ i stanowi serce
caªego ukªadu badawczego. Wej±cia obu detektorów fazy (PD_IN oraz IN) s¡ ze sob¡ we-
wn¦trznie poª¡czone, sygnaªy tra�aj¡ jednocze±nie na oba detektory. Do wej±cia referencyjnego
IN tra�a sygnaª z generatora za po±rednictwem zª¡cza F_IN. Na drugie wej±cie detektora fazy
podawany jest sygnaª z dzielnika, albo bezpo±rednio z wyj±cia oscylatora za pomoc¡ sieci zworek
GP0. Mo»na tym samym wybra¢ stopie« podziaªu cz¦stotliwo±ci w sprz¦»eniu zwrotnym p¦tli
(N = 1, 2, 4, 8, 16...). Jako dzielnik zastosowany zostaª ukªad scalony CD4040 (14-bitowy licznik
binarny). Przebieg sygnaªu na wyj±ciu oscylatora mo»na ogl¡da¢ za pomoc¡ zª¡cza VCOout,
natomiast przebieg na wyj±ciu dzielnika, a tym samym na wej±ciu detektora fazy jest dost¦pny
na zª¡czu PD_IN/DiV_OUT.

Elementy RC wspóªpracuj¡ce z oscylatorem VCO wybierane s¡ za pomoc¡ sieci rezystorów i
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kondensatorów (Wybór R1 i Wybór C1). Wyj¡tkiem stanowi tutaj warto±¢ R2, która wybierana
jest spo±ród jednej z trzech warto±ci za pomoc¡ zworki GP201. Minimalna warto±¢ R1 to 10k
(ustalana przez R111), a minimalna warto±¢ C1 to 47pF (ustalana poprzez C112).

W celu wyznaczenia warto±ci elementów R1, R2 i C1 steruj¡cych cz¦stotliwo±ci¡ oscylatora
VCO nale»y wyliczy¢ minimaln¡ (fmin) i maksymaln¡ (fmax) cz¦stotliwo±¢ oscylacji. Te wielko-
±ci wi¡»¡ z zaªo»on¡ cz¦stotliwo±ci¡ ±rodkowa fcenter i zakresem pracy oscylatora frange poprzez
nast¦puj¡ce zale»no±ci

frange = fmax − fmin (20)

fcenter = fmin +
frange

2

sk¡d

fmax = fcenter +
frange

2
(21)

fmin = fcenter − frange

2

Stosunek cz¦stotliwo±ci maksymalnej do minimalnej (fmax/fmin) pozwala ustali¢ stosunek rezy-
storów R2 do R1 na podstawie wykresu 15. Nast¦pnie nale»y wybra¢ jedn¡ z trzech dost¦pnych
warto±ci R2 i obliczy¢ warto±¢ R1. Rezystor R2 nale»y wybra¢ tak, by R1 mie±ciª si¦ w do-
puszczalnych granicach 10kΩ - 1MΩ (np. dla stosunku R2/R1 wi¦kszego od 10 nale»y przyj¡¢
R2=1MΩ). Nast¦pnie korzystaj¡c z wykresu 16 nale»y odczyta¢ warto±¢ pojemno±ci C1 na
podstawie znanej cz¦stotliwo±ci minimalnej fmin, wykorzystuj¡c prost¡ odpowiadaj¡c¡ przyj¦-
tej warto±ci rezystora R2. Wykresy 15 i 16 znajduj¡ si¦ w zaª¡czniku A.

Wybór aktualnie dziaªaj¡cego detektora fazy dokonuje si¦ za pomoc¡ zworki GP8, gdy jest
ona w pozycji 1-2 to dziaªa detektor fazy na bramce XOR (p¦tla fazowa pierwszego rodzaju),
natomiast gdy zworka jest w pozycji 2-3 to pracuje detektor fazy i cz¦stotliwo±ci z wyj±ciem
trójstanowym (p¦tla fazowa drugiego rodzaju).
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Rysunek 13: Schemat ideowy stanowiska pomiarowego

Jako �ltr p¦tli zastosowano prosty obwód RC. Wybieranie elementów �ltru dokonuje si¦
podobnie jak dla oscylatora VCO za pomoc¡ sieci rezystorów i kondensatorów (Wybór R i
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Wybór C). Zworka GP6 pozwala wybra¢ tryb pracy ukªadu. Gdy jest w pozycji 1-2 to wyj±cie
�ltru doª¡czone jest do wej±cia VCO (p¦tla fazowa pracuje normalnie), w poªo»eniu 2-3 �ltr
jest odª¡czony a sygnaª na wej±cie steruj¡ce VCO podawany jest z zewn¦trznego zasilacza
regulowanego za pomoc¡ zª¡cza VCO_IN (umo»liwia to wyznaczenie charakterystyki VCO).
Dodatkowo na tym wej±ciu dodano prosty �ltr R1C1.
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Rysunek 14: Zasada wybierania pojemno±ci i rezystancji

Rysunek 14 przedstawia zasad¦ dobierania warto±ci pojemno±ci i rezystancji. Rezystory
o warto±ciach z szeregu najbli»szych kolejnym pot¦gom liczby 2 zostaªy poª¡czone szeregowo.
Ka»dy z rezystorów posiada wªasn¡ zwork¦, równolegª¡ do jego wyprowadze«. �atwo zauwa»y¢,
»e zwarcie wszystkich zworek daje rezystancj¦ równ¡ 0, a zatem w stanie spoczynku wszystkie
zworki b¦d¡ wªo»one. Dla przykªadu realizacja warto±ci 65k odb¦dzie si¦ poprzez wyci¡gni¦cie
zworki przy rezystorze 62k, 2k i 1k. Taki system selekcji rezystancji wyst¦puje zarówno przy
doborze R1 w oscylatorze jak i przy �ltrze p¦tli fazowej. Dobór kondensatorów zrealizowany jest
w bardzo podobny sposób. Pojemno±ci poª¡czone s¡ w sposób równolegªy, a ka»dy z konden-
satorów posiada szeregow¡ zwork¦. Rozwarcie wszystkich zworek daje pojemno±¢ 0, a zwarcie
którejkolwiek dodaje do sumy pojemno±ci odpowiadaj¡c¡ danej zworce warto±¢. W taki sposób
dobierany jest kondensator C1 dla oscylatora oraz kondensator w �ltrze p¦tli fazowej. Warto±ci
elementów nale»y dobiera¢ rozs¡dnie przyjmuj¡c warto±ci bliskie wyliczonym.

3 Program �wiczenia
W ramach ¢wiczenia nale»y wykona¢:

1. Na podstawie podanych przez prowadz¡cego cz¦stotliwo±ci minimalnej i maksymalnej (lub
cz¦stotliwo±ci ±rodkowej fcenter i zakresu pracy frange) wyznaczy¢ elementy RC dla VCO
umo»liwiaj¡ce mu prac¦ we wskazanym zakresie. Skorzysta¢ z wytycznych zawartych w
rozdziale 2.

2. Wyznaczy¢ charakterystyk¦ oscylatora sterowanego napi¦ciem (funkcja f(Vster)) i zmie-
rzy¢ jego cz¦stotliwo±¢ ±rodkow¡ (dla sterowania równego VDD/2) oraz oszacowa¢ wzmoc-
nienie.
Zworka "sterowanie VCO" powinna by¢ w pozycji "zewn¦trzne". Do wyj±cia VCO nale-
»y doª¡czy¢ miernik cz¦stotliwo±ci, za± do wej±cia steruj¡cego VCO zasilacz regulowany.
Zmieniaj¡c napi¦cie steruj¡ce w granicach 0-10V dokona¢ pomiaru cz¦stotliwo±ci pracy
oscylatora.

3. Dla zmierzonej cz¦stotliwo±ci ±rodkowej wyliczy¢ elementy (R i C) �ltru p¦tli I rodzaju
przy dzielniku w p¦tli równym 1. Do oblicze« nale»y skorzysta¢ ze worów 7(b) oraz 2
przyjmuj¡c warto±¢ ξ = 2. Z wzorów tych nie da si¦ jednoznacznie wyznaczy¢ warto±ci
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R i C, nale»y wi¦c przyj¡¢ warto±¢ jednego z elementów i wyliczy¢ drugi. Nale»y zwróci¢
uwag¦ na dost¦pne zakresy ustawianych warto±ci R i C. Zaleca si¦ przyj¦cie mniejszej
warto±ci R i wi¦kszej C spo±ród dost¦pnych.
Zworka "sterowanie VCO" powinna by¢ w pozycji "sygnaª z �ltru", zworka "detekto-
ry fazy" w pozycji "XOR", za± dzielnik w pozycji "1". Wyj±cie VCO powinno zosta¢
doª¡czone przez trójnik do miernika cz¦stotliwo±ci i oscyloskopu, do którego nale»y rów-
nie» doª¡czy¢ wyj±cie �ltru. Przebieg referencyjny podawany z generatora powinien by¢
przebiegiem prostok¡tnym o amplitudzie 5V i o�secie 2.5V i cz¦stotliwo±ci równej cz¦sto-
tliwo±ci ±rodkowej (rzeczywista amplituda przebiegu b¦dzie dwa razy wi¦ksza ze wzgl¦du
na wysok¡ impedancj¦ wej±ciow¡ detektora fazy).
(a) Przerysowa¢ przebieg napi¦cia na wyj±ciu �ltru i zmierzy¢ jego amplitud¦.
(b) Zaobserwowa¢ i zanotowa¢ zakres pracy p¦tli fazowej I rodzaju (zmieniaj¡c cz¦sto-

tliwo±¢ referencyjn¡ znale¹¢ doln¡ i górn¡ granic¦ poprawnego dziaªania ukªadu).
(c) Sprawdzi¢ jak zachowuje si¦ p¦tla dla staªej czasowej �ltru równej w przybli»eniu

10τ i 0.1τ (gdzie τ = RC). Przerysowa¢ przebieg napi¦cia na wyj±ciu �ltru i zmierzy¢
jego amplitud¦.

4. Dla zmierzonej cz¦stotliwo±ci ±rodkowej wyliczy¢ elementy (R i C) �ltru p¦tli II rodzaju
przy dzielniku w p¦tli równym 1. Do oblicze« nale»y skorzysta¢ ze worów 16(b) oraz 13
przyjmuj¡c warto±¢ ξ = 2.
Zworka "sterowanie VCO" powinna by¢ w pozycji "sygnaª z �ltru", zworka "detektory
fazy" w pozycji "PFD", za± dzielnik w pozycji "1". Wyj±cie VCO, wyj±cie �ltru oraz prze-
bieg referencyjny powinny zosta¢ podª¡czone analogicznie jak w przypadku p¦tli fazowej
I rodzaju.
Dla podpunktów (a) i (c) wykona¢ dodatkowo pomiar jittera przebiegu wyj±ciowego p¦tli
fazowej. W tym celu nale»y ustawi¢ wyzwalanie podstawy czasu oscyloskopu na zbocze
narastaj¡ce przebiegu wyj±ciowego p¦tli fazowej. Nast¦pnie przesun¡¢ przebieg na ekranie
oscyloskopu tak, by obserwowa¢ nast¦pne zbocze narastaj¡ce. Zmierzy¢ rozrzut pocz¡tku
zbocza narastaj¡cego w maksymalnej mo»liwej skali podstawy czasu.
(a) Przerysowa¢ przebieg napi¦cia na wyj±ciu �ltru i zmierzy¢ jego amplitud¦ oraz jitter.
(b) Zaobserwowa¢ i zanotowa¢ zakres pracy p¦tli fazowej II rodzaju (zmieniaj¡c cz¦sto-

tliwo±¢ referencyjn¡ znale¹¢ doln¡ i górn¡ granic¦ poprawnego dziaªania ukªadu).
(c) Sprawdzi¢ jak zachowuje si¦ p¦tla dla staªej czasowej �ltru równej w przybli»eniu

10τ i 0.1τ (gdzie τ = RC). Przerysowa¢ przebieg napi¦cia na wyj±ciu �ltru i zmierzy¢
jego amplitud¦ oraz jitter.

5. Wykona¢ zadania z punktu poprzedniego podczas pracy p¦tli w trybie powielania cz¦-
stotliwo±ci wej±ciowej. Dzielnik zostanie podany przez prowadz¡cego. Elementy �ltru RC
nale»y przeliczy¢ dla podanego dzielnika p¦tli N ze wzorów 18(b) oraz 13.



14

ZA��CZNIKI
A Wykresy warto±ci elementów R1, R2 i C1
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Rysunek 15: Zale»no±¢ stosunku fmax/fmin od R2/R1
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B Wyprowadzenie wzorów dla p¦tli fazowej pierwszego
rodzaju z pomini¦ciem �ltra
Fazowa funkcja przenoszenia dla p¦tli z rysunku 4 mo»e zosta¢ wyznaczona na podstawie
nast¦puj¡cego równania:

φCLK =
KV

s
KF KP ∆φ s = jω (22)

Ró»nica faz jest równa: ∆φ = φREF − φCLK , a zatem wzór mo»na przepisa¢ jako:

φCLK =
KV

s
KF KP (φREF − φCLK) (23)

Po prostych przeksztaªceniach funkcja fazowa H(s) przyjmuje posta¢:

H(s) =
φCLK

φREF

=
KP KF KV

s + KP KF KV

(24)

A zatem zgodnie z operacj¡ caªkowania w dziedzinie Laplace'a: φ = 1
s
ω faza sygnaªu φCLK

na wyj±ciu oscylatora sterowanego w zale»no±ci od cz¦sto±ci sygnaªu referencyjnego ωREF

b¦dzie dana nast¦puj¡cym wzorem:

φCLK(s) =
KP KF KV

s + KP KF KV

· ωREF (s)

s
(25)

Aby dalsza analiza p¦tli fazowej pierwszego rodzaju byªa prosta, a jednocze±nie pokazy-
waªa jej najwa»niejsze wªa±ciwo±ci, mo»na wprowadzi¢ uproszczenie poprzez pomini¦cie
funkcji przenoszenia �ltru KF = 1. Odpowied¹ p¦tli na skok cz¦stotliwo±ci wej±ciowej o
warto±¢ ωi wygl¡da nast¦puj¡co:

φCLK(s) =
K

s + K
· ωi

s · s ωREF =
1

s
· ωi K = KP KV (26)

Na podstawie odwrotnej transformaty Laplace'a zamiana postaci operatorowej φCLK(s),
na posta¢ czasow¡ φCLK(t) b¦dzie miaªa nast¦puj¡cy przebieg:

φCLK(t) = lim
s→−K

(s + K) Kωi · est

(s + K) s2
+ lim

s→0

d

ds

(
s2Kωi · est

(s + K) s2

)
=

= lim
s→−K

Kωi · est

s2
+ lim

s→0

Kωit (s + K) · est −Kωi · est

(s + K)2 = (27)

=
ωi

K
· e−Kt +

K2ωit−Kωi

K2
= ωit +

ωi

K
· e−Kt − ωi

K

Ostatecznie zmiana fazy przebiegu wyj±ciowego φCLK(t) w dziedzinie czasu, w odpowiedzi
na skok cz¦sto±ci sygnaªu referencyjnego ωi przyjmie posta¢:

φCLK(t) = ωit +
ωi

KP KV

· e−KP KV t − ωi

KP KV︸ ︷︷ ︸
o�set fazy

(28)
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Z równania 28 jednoznacznie wida¢, »e p¦tla fazowa wprowadza przesuni¦cie fazowe (of-
fset) zale»ne od warto±ci wzmocnienia KP KV . Cz¦sto±¢ wyj±ciowa ωCLK(t) w dziedzinie
czasu wyra»a si¦ poprzez pochodn¡ φCLK(t) po czasie, co daje nast¦puj¡c¡ formuª¦:

ωCLK(t) =
dφCLK(t)

dt
= ωi − ωi · e−KP KV t

︸ ︷︷ ︸
= 0 dla t →∞

(29)

Eksponencjalny skªadnik z czasem zmierza do 0, a zmiana cz¦sto±ci wyj±ciowej pod¡»a za
skokiem cz¦sto±ci na wej±ciu.

C Wyprowadzenie wzorów dla p¦tli fazowej pierwszego
rodzaju z �ltrem RC
Aby pokaza¢ w jaki sposób parametry �ltru wpªywaj¡ na stabilno±¢ pracy p¦tli fazowej
nale»y do równania na H(s) wprowadzi¢ funkcj¦ przenoszenia KF najprostszego �ltru
dolnoprzepustowego (RC) przedstawion¡ nast¦puj¡cym wzorem:

KF =
1

1 + sRC
(30)

Po wprowadzeniu nowych zmiennych (ωn - cz¦sto±¢ naturalna, ξ - wspóªczynnik tªumie-
nia):

ωn =

√
KP KV

RC
ξ =

1

2
·
√

1

KP KV RC
(31)

Równanie 24 przyjmuje posta¢:

H(s) =
φCLK

φREF

=
ωCLK

ωREF

=
ω2

n

s2 + 2ξωn · s + ω2
n

(32)

Dalsza analiza przebiega w analogiczny sposób jak w poprzednim przypadku, a jej celem
jest wyznaczenie w dziedzinie czasu odpowiedzi na skok cz¦sto±ci sygnaªu referencyjne-
go ωi. Ostateczne równanie wyj±ciowe po uwzgl¦dnieniu wszystkich zaªo»e« wyra»a si¦
zale»no±ci¡:

ωCLK(s) =
ω2

n

s2 + 2ξωn · s + ω2
n

· ωi

s
ωREF (s) =

ωi

s
(33)

Powstaªa funkcja posiada trzy bieguny, jednym z nich jest warto±¢ s0 = 0, a pozostaªe dwa
nale»y wyznaczy¢ szukaj¡c pierwiastków dwumianu kwadratowego. Delta tego dwumianu
przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

∆ = 4ξ2ω2
n − 4ω2

n

√
∆ = 2ωn

√
ξ2 − 1 (34)

W zale»no±ci od warto±ci wspóªczynnika tªumienia ξ2 mo»liwe s¡ trzy rozwi¡zania:

s1,2 =




−ξωn dla ξ2 = 1

−ξωn ± ωn

√
ξ2 − 1 dla ξ2 > 1

−ξωn ± j · ωn

√
1− ξ2 dla ξ2 < 1

(35)

Dla ξ2 > 1 odpowiedzi¡ ukªadu jest esponencjalna zmiana cz¦sto±ci na wyj±ciu do war-
to±ci wynikaj¡cej ze skoku ωi. Dla przypadku w którym ξ2 = 1, to pod¡»anie cz¦sto±ci
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wyj±ciowej za zmian¡ na wej±ciu jest tak»e eksponencjalne ale mo»liwie najszybsze. W
dwóch pierwszych przypadkach dziaªanie p¦tli fazowej jest zawsze stabilne i nie mog¡
powstawa¢ oscylacje. W ostatnim przypadku, najwa»niejszym z punktu widzenia analizy
stabilno±ci (ξ2 < 1), funkcja wyra»ona zale»no±ci¡ 33 posiada par¦ biegunów zespolonych
sprz¦»onych i przyjmuje posta¢:

ωCLK(s) =
ω2

n(
s + ξωn + j · ωn

√
1− ξ2

)(
s + ξωn − j · ωn

√
1− ξ2

) · ωi

s
(36)

Na podstawie odwrotnej transformaty Laplace'a, a tak»e za po±rednictwem twierdzenia
o Residuum, zamiana postaci operatorowej ωCLK(s), na posta¢ czasow¡ ωCLK(t) b¦dzie
miaªa nast¦puj¡cy przebieg:

ωCLK(t) = ωi + 2<

 lim

s→−ξωn−jωn

√
1−ξ2


 ω2

nωi · est

s
(
s + ξωn − jωn

√
1− ξ2

)




 =

= ωi + <

 ωi · e

(
−ξωn−jωn

√
1−ξ2

)
t

(
ξ + j

√
1− ξ2

)(
j
√

1− ξ2
)


 = ωi + <


 ωi · e

(
−ξωn−jωn

√
1−ξ2

)
t

ej·arctan

√
1−ξ2

ξ ·
√

1− ξ2 · ej·π
2


 =

= ωi + ωi · e−ξωnt

√
1− ξ2

· <
[
e
−j

(
ωn

√
1−ξ2·t+arctan

√
1−ξ2

ξ
+π

2

)]
= (37)

= ωi − ωi · e−ξωnt · 1√
1− ξ2

· sin
(

ωn

√
1− ξ2 · t + arctan

√
1− ξ2

ξ

)

Na podstawie to»samo±ci matematycznych mo»na zapisa¢ ostateczn¡ formuª¦ w prostszej
postaci:

ωCLK(t) = ωi − ωi · e−ξωnt · 1√
1− ξ2

· sin
(
ωn

√
1− ξ2 · t + arccos ξ

)
(38)
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